75.12/95.04 ANALISIS NUMERICO |
95.10 MODELACION NUMERICA

95.13 METODOS MATEMATICOS Y NUMERICOS
INTERPOLACION - PARTE 2

1#29

Ing. Rodolfo A. Schwarz

Facultad de Ingenieria — Universidad de Buenos Aires

Ao 2022

(e umafba @

Interpolacién - Parte 2 A. Numeérico | - Modelacién Numérica - Mdos. Matematicos y Numéricos



INTERPOLACION POLINOMIAL
INTERPOLACION TRIGONOMETRICA
BIBLIOGRAFIA

Indice

@ INTERPOLACION POLINOMIAL
o Método de Hermite
o Método de Hermite Segmentado
o Error y convergencia

@ INTERPOLACION TRIGONOMETRICA
o Aproximacién con polinomios trigonométricos
o Transformada rapida de Fourier

@ BIBLIOGRAFIA

(e umafba @

2429 Interpolacién - Parte 2 A. Numérico | - Modelacién Numérica - Mdos. Matematicos y Numéricos



INTERPQLACI()N POLINOMIAL Método de Hermite
INTERPOLACION TRIGONOMETRICA Método de Hermite Segmentado
BIBLIOGRAFIA Error y convergencia

Método de Hermite

o Supongamos ahora que tenemos la siguiente serie de datos:

ioxi Yy Y
0 =0 Yo Yo
Lz oy oy
2 12 Y2 Y
3 w3 Y3 3

o Nuevamente, esta tabla puede representar los resultados de mediciones o de
célculos.

o Al igual que en los casos anteriores, los datos se pueden usar para representar en
forma discreta una funcién.
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Método de Hermite

o Como antes, podemos utilizar un polinomio para interpolar y generar un sistema de
ecuaciones lineales:

2
ag+a1xo+asxo” + ...+ amxe™ = yo,

ap + a1 Ty + a2 % + . G ™ = Y,
-1 /
ar+a22x0+ ... +ammao™ " =y,

o Generamos 2 (n + 1) ecuaciones, de modo tal que el polinomio interpolante sera de
gradom=2(n+1)—1=2n+1.

uBafiuba @
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o Cmo hicimos antes, lo podemos expresar en forma matricial:

_1 i) a;02

1 z, x,°
0 1 2 Zo

0 1 2z,

2n+1

Zo ag
: ax
e a2t
3202 ... (2n+1)xp*"
: : : aon
3,2 ... (2n+1) wn2"_ | a2n+1 |

o Tenemos otra vez un Sistema de Ecuaciones Lineales.

o Esto nos facilita resolver el problema.

o Como hemos visto que para interpolar los datos resulta mas facil utilizar algtn

algoritmo que resolver el sistema en forma explicita, generemos un nuevo agoritmo

para este caso.

Interpolacién - Parte 2
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©

Vamos a definir nuestro polinomio interpolante de esta forma:
n n
H2n+1(x) = Z Yi Hn,z(x) + Z yi Hn,i($)7
i=0 i=0

que debe pasar por y; y por y..

©

Esta forma es similar al Método de Lagrange.

©

Entonces, jpor qué no usar un algoritmo que incluya los polinomios de Lagrange
(Lni(2))?
o Asi, definamos lo siguiente:

Hyi(z) = [1 =2 (2 — 2) L, ()] - (Lni(2))?,
H,i(x) = (x — ) - (Ln ().
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o El polinomio H,, ;(x) debe cumplir con las siguientes condiciones para que
Hsy,1(x) pase por los y;:
@ Para z = x;:

Hyi(z) =1 — [1=2 (2 — i) Ly, ()] - (L i(23))* = 1-12 = 1.
@ Paraxz=ux;yj#u
Hyi(zj) =0 = [1=2(x; — ;) Ly, (23)] - (Lni(z))? = (1 =2k L, ;(2)) -0 = 0.

o Analogamente, el polinomio H,, ;(x) debe cumplir con las siguientes condiciones:
@ Paraz = x;:

Hnﬂ'(l‘i) =0 — (IL‘Z — Iz) . (Ln7l($l))2 =0- 12 =0.
@ Parax=ux;yj#1
IA{nﬁ'(ﬂ?j) =0 — (.’lfj —.’L‘i)-(Ln’i(.’lﬁj))Z :hj-OZO.
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o El polinomio H], ,(x) debe cumplir con las siguientes condiciones para que
Hj,, . 1 (x) pase por los y;:
@ Paraz = x;:

Hy i(zi) =0 —
= 2L, (25) (Lni(2:))® + [L = 2 (2 — @) Ly, ()] 2 Ly i (3) L), 4 (w5) = 0.
@ Paraxz=ux;yj#u
H;Lz(mj) =0 —
— 2Ly, (i) (Lni(25))? + (1= 2 (2 — ) Ly, ()] 2 L i () Ly, ;(25) = 0.
o Analogamente, el polinomio ﬁ;”(a:) debe cumplir con las siguientes condiciones:
@ Para z = x;:
) J(x) =1 = (Lni(:))? + (@ — @) Ly i(as) L, ;(23) = 1.
@ Paraz=ux;yj#1
H), (2;) =0 = (Lni(2;))® + (¥j — ) Lni(5) L}, ;(z;) = 0. Ga usauba®
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o Con estas condiciones, para un x; con j entre 0y n:
H2n+1 l‘] Zyz n,i :L'] +Zyz n,i x]) Yjs

H2n+1 .%'] ZyZ m] +Zyz n,i x])_y]

o En consecuencia, este algoritmo cumple con la condicién de pasar por los puntos
que son datos. Este algoritmo se conoce como Método de Hermite.

o Al igual que el Método de Lagrange, el orden de los puntos no incide en la
interpolacién, y es posible que en el caso de puntos distribuidos uniformente
(zi41 — z; = cte) se produzca el Fenémeno de Runge.
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o Otra forma de obtener el Método de Hermite es aplicando una adaptacion del
Método de Newton.

o Para ello, armemos una nueva tabla con los datos del problema, creando una nueva
variable z; , cuyos valores cumpliran la siguiente condicién:

22i = %241 = Ty,
~—~— ~—~—
Zj Zj+1

con
1=0,1,....n AN 3=0,1,....2n+ 1.

o En consecuencia, también tenemos que:

f(z2:) = f(22i41) = f(23).
—_—  —=—
f(z5) F(zj+1)

(e umafba @
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o Para esta forma debemos considerar que:

f(zoip1) — flz21)  f(xs) — f(x)

F N N p— p— pu— / N
(22, 22i+1) e — 22 4 — 4 f(@i),
que
Fleo 1, 21) = fz2) = fz2i1) _ flai) = f(wio1) _ Flaiy.zo).
29i — 22i-1 T — Ti_1

o También que:

F (29141, 22i42) — F(20i, 20i41)  F(wi,01) — f'(24)

F (221, 22i41, 22i42) = S = pop—— ,
1 1 K3 K3
y que
P _ F(z05,22i41) — F22i-1,22)  ['(%) — F(xio1,2)
(22i-1, 22i, 22i+1) = = .
22i+1 — 22i—1 T — T
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o Con estas consideraciones podemos armar un nuevo polinomio interpolante:
Poni1(z) = F(20) + F(20,21)(2 — 20) + F(20,21,22)(z — 20)(z — 21) + . .. .
o Si reemplazamos z por x nos queda:
Popi1(x) = F(xg) + F(20, 20)(x — 20) + F (20,0, 21) (T — 20) (T — 20) + . . .,

que resulta ser

F(xo,21) — f'(20)

2
pra— ( 0) +

Popi1(x) = f(20) + f'(w0) (@ — x0) +

o Lo mismo podemos hacer si ordenamos en forma descendente los datos.
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o Al igual que con los Métodos de Lagrange y de Newton, polinomios de alto
grado pueden generar distorsiones en los extremos.

o Una forma de evitar eso es aplicar el Método de Hermite Segmentado.

o Entre dos puntos sucesivos contamos con cuatro datos: ¥;, ¥;, ¥it1, ¥;,1- Con eso

podemos generar una interpolacién entre esos puntos sucesivos con una parabola
clbica.

o Para ello planteamos:

1

1
Hs(x) = Z Yivj Hij(z) + Z Yis Hij(2),
=0 =0

Hyj(z) = [1 = 2(z — @iy 5) L) j(wig )] (L j(2))?,
(

(e umafba @
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o Esos polinomios son:

Hio(x) = [1 = 2(z — )L} ()] (L1,0(x))?,
Hyj(z) = [1=2(z — zip1) Ly (@ig1)] (L1 (2))?,
Hyo(w) = (& — @) (L10(2))?,

Hyy(2) = (& — 1) (L1 (2))

o Generamos n segmentos con parabolas cibicas, que pasan por i, ¥;, ¥it1 Y i -

o Al igual que para los Trazadores Ciibicos, obtenemos un conjunto de curvas

entre xg y xy,.
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Error y convergencia

o Contamos con varias formas de interpolar con polinomios un conjunto de datos.
o jQué error se comete al aplicarlos?

o Lo mas probable: no conocemos la funcién que vincula a los x; e y; (y tampoco a
Yi)-

o El error que estimemos sera teérico.

o Para determinar este error, supongamos por un momento que conocemos la

funcion f(x).

o Estimaremos el error cuando interpolamos por Lagrange (Newton) y por
Hermite.

©

Y a partir de estos errores, estimaremos el de Trazadores Cibicos.

(e umafba @
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Error y convergencia

o Para el caso del Método de Lagrange tenemos:
n—|—1 n
E@%=ﬂ@—PM®—-n+1,££x—%

con ¥ = g, 1, ..., Ty € (a,b), £ € (a,b) y f(x) € C"(a,b).

o Para el caso del Método de Hermite tenemos:

FEINE) 1
[

a0

E(z) = f(z) — Hant1 () =

con r = xo,1,...,Tn € (a,b), £ € (a,b) y f(x) € C’Q("H)(a, b).

(e umafba @
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o Para Trazadores Cibicos («Splines») podemos estimar el error con la siguiente
expresion:

con T = x0,x1,...,2T, € (a,b), £ € (a,b), hi = xi11 —x; y f(x) € C*a,b). En
este caso, S(z) representa al conjunto de segmentos S;(z).

o Para el Método de Hermite Segmentado tenemos:

£ ot

E(z) = f(z) — H3(z) = BETYE

con T = g, T1, ..., Ty € (a,b), £ € (a,b), hy = w41 —x; y f(x) € C*(a,b). En
este caso, H(x) representa al conjunto de segmentos Hj ().

(e umafba @
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Interpolacién trigonométrica

o Hemos visto varias formas de obtener funciones mediante polinomios a partir de
disponer de datos discretos.

o Analizamos los casos con conjuntos del tipo (z;,y;), pares de puntos
univocamente relacionados. También cuando el conjunto era (a:j,yj,yé).

o En todos los casos, la funcién debe pasar por los puntos, es decir, se debe cumplir
que P(x;) = y;, entonces el modelo para obtener la funcién es la Interpolacién.

o En ambos casos, es comin el uso de polinomios tradicionales:

n
P(x):a0+a1x+agx2+~-'+anx”:Zajxj. (1)
=0

(e umafba @
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Interpolacién trigonométrica

o No siempre la interpolacion polinémica tradicional es el mejor modelo para
aproximar una funcién.

o Esto queda evidente cuando los datos discretos muestran cierta periodicidad.

o Para este tipo de casos, un modelo muy usado es el de los polinomios
trigonométricos como el siguiente:

n
H(z) = ap+ay sen(x)+agsen(2z)+- - -+a, sen(nz) = ao—i-z aj sen(j z), (2)
j=1

donde las incégnitas son los coeficientes a; (incluye a ag, que puede asumirse que
afecta a sen(j x) cuando j = 0).

(e umafba @
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Transformada rapida de Fourier

20429

o Una forma mas extendida es usar un esquema derivado de la serie de Fourier:

1
QSU(:E) = 57
¢r(x) = coskx conk=1,2,...,n,
Gnik(x) = senkx conk=1,2,...,n—1.

o Si se aplican en el intervalo [—m, 7], las funciones antes vistas son ortogonales.
o Este esquema se usa mucho para la aproximacién de funciones.

@ Un modelo con un esquema de funciones ortogonales, pero con polinomios, es
usado para obtener el modelo de Cuadratura de Gauss-Legendre, al usar los
polinomios de Legendre que son ortogonales en el intervalo [—1; 1].

(e umafba @
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o En este caso, la aproximacién de una funcién cualquiera f(z) la haremos con este
modelo:

n—1
Sp(x) = % + a, cosnx + Z (a, cos kx + by sen k), (3)
k=1

con n «grado» del polinomio trigonométrico.

o El hecho de que las funciones sean ortogonales en el intervalo [—, 7] facilita
obtener los coeficientes ay y by con k =0;1;2...,n.

o Los coeficientes a;, los obtenemos con:

ST f(x)coskadx 1 (7
ag = ™ cos? iz da = F/ f(z)coskx dz, (4)

conk=1,2,...,n.

(e umafba @
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Los coeficientes by, los obtenemos con:

= [y f(z) senkz dz L f(z)senkz dx, (5)

b =
F J7_sen? kx da T ) .

conk=1,2,...,n—1.
Esto mismo podemos adaptarlo para la aproximacién discreta, también en el
intervalo [—m, 7].

Podemos efectuar este procedimiento con 2m pares de puntos:

HETRT)) Hicas

La discretizacién la haremos con esta distribucién:
_ J 1.0
xj——ﬂ'-i-aﬂ' conj=0;1;2...;2m — 1. (6)
(e ueafiube ®
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Aproximacién con polinomios trigonométricos

o Como usamos una Aproximacion por Minimos Cuadrados, se debe cumplir que:

2m—1

E(Sn)= ) [yj — Sulz;)]*, (7)

J=0

sea minimo.

o Al usar funciones ortogonales en [—, 71| se cumple que:

2m—1
> drlxy) du(w;) =0 con k #1, (8)
j=0
y que
2m—1
> dnlwy) drlw;) = m. (9)
§=0

(e umafba @
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Aproximacién con polinomios trigonométricos

o Con estas propiedades de las funciones trigonomeétricas en el intervalo visto,
podemos calcular los coeficientes ay, y by:

1 2m—1
ak:ﬁ jz_% y; cos kx; con k=0;1;2;...5m, (10)
y
1 2m—1
bk:m;yjsenkil‘j conk=12...;n—1 (11)

o Si el intervalo es [a, b] en vez de [—, 7|, debemos crear un nuevo conjunto con
esta transformacion lineal para aplicar el método:

s

2, — (a+ )]

Zj:

(e umafba @
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Transformada rapida de Fourier

o Si en vez de aproximar un conjunto de puntos discretos mediante un esquema de
minimos cuadrados buscamos interpolar ese mismo conjunto, el procedimiento
debe modificarse.

o Para ese fin tomaremos la siguiente funcion:

m—1
ag + @,y COSMIT

Sm(x) = 5 + (ay cos kx + by sen kx). (12)
k=1

o Como ahora el modelo es de interpolacion, se debe cumplir que:

Sm(xj) = 5. (13)

(e umafba @
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o Asi, los coeficientes pueden obtenerse con:

2m—1

ak:% jz(:) yj cos kx; con k=0;1;2;...5n, (14)
y
| 2l
b= jz;) y; sen kz; conk=1;2...;n—1 (15)

o Con estas expresiones se necesitan muchos calculos para obtener todos los
coeficientes.
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Aproximaciéon con polinomios trigonométricos
Transformada rapida de Fourier

o En 1965, James Cooley y John Tukey ([Cooley & Tukey, 1965]) publicaron un
articulo con un algoritmo que reduce la cantidad de calculos para obtener la
funcién interpolante.

o El algoritmo parte de calcular los coeficientes ¢, complejos en

1 2m—1 )
Sm(x) = — Z cp ek, (16)
k=0
donde
2m—1 )
ck = Z yje‘k"%, (17)
j=0

paracada k=0,1,2,...,2m — 1.

(e umafba @
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Transformada rapida de Fourier

o El algoritmo se basa en el siguiente desarrollo:

1 i 1 erd i
7Ck(_1)k = —cre ink .~ § : Y elkwm e ikm
m m m

_ 1 < ikm(—14L)
== > yje (18)

1 m
= Z yj(coskxj + isenkx;).

o Una vez obtenidos los coeficientes ¢, los coeficientes ay, y by, se obtienen con
ayuda de la Férmula de Euler. €'* = cos z + isen z. Asi, tenemos que:

—1)k
ap + by, = (Tn)ck. (19)
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